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Introduccién

o Supongamos que deseamos obtener los valores de 2 que anulan las siguientes
ecuaciones:
@ Ejemplo 1: f1(x) =
@ Ejemplo 2: fo(x) =
@ Ejemplo 3: f3(x) = ln(m + 4) — cosh(x);
@ Ejemplo 4: fi(z) = 1 + cos(z);
® Ejemplo 5: f5(x) = x — 4senh(x).

o Es evidente que para cada una de las funciones no hay solucién algebraica para
obtener en forma analitica el valor de = que haga que f;(z) = 0.

—2$ + 622 — 5;

o Solamente queda como posibilidad obtener soluciones aproximadas.
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Ejemplos

Veamos las curvas de las funciones y sus raices:

FUNCIONES
1@
R fﬂ’xj
s
s
2| fix) i)
= of - Raices de las
= ecuaciones.
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Ejemplos

o Los valores numéricos de estas raices, obtenidas con ayuda de un programa que
resuelve ecuaciones no lineales, son:
@ Ejemplo 1. fi(z) = 2% — 22* + 622 — 5, x4, = 1 en el intervalo (0;2);
@ Ejemplo 2: fo(z) = e* — x2, xp, = —0,7035 en el intervalo (—1;0);
@ Ejemplo 5: f5(z) = x — 4senh(x), x5, = 0 en el intervalo (—1;1).
o Los ejemplo 3 y 4, por las caracteristicas de las funciones,
fs(z) = In(z +4) — cosh(z) y fi(z) = 1 + cos(z), requieren una analisis
diferente:
@ f3(x) tiene dos raices; xy,, = —0,6401 y xs,, = 1,0646, en el intervalo (—1;1,5);
@ fa(x) tiene infinitas raices.
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Método de la biseccién

Tomemos esta otra funcién para analizar:

_ 9T

s

L

tenemos:

2mwd
tanh [ — | .
an<L)

SiT=12s, g= 98066 m/s?> y d= 14 m y escribimos la funcién como una ecuacién,

[ =1 -

Ecuaciones no lineales
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Método de la biseccién

©

©

Una forma «analitica» es aproximar la raiz tomando un intervalo, por ejemplo,
(50 m, 200 m).
Los valores de f(L) para cada extremo son:
@L=50m = f(50m)=—161,8m;
@ L=200m = f(200m)=107,1 m.
Vemos que para L = 50 m tenemos que f(L) < 0y que para L = 200 m tenemos
que f(L) > 0.
Por el teorema del valor intermedio, sabemos que existe un L = ¢ tal que
f(c) =0, donde c es la raiz buscada.
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Método de la biseccién

Veamos un grafico de la funcién f(L):

Longitud de onda

Longitud de onda
250

250

200 |

L) (xm)
L) (xm)

. . . . — 250 | | . , . .
125 150 78 2o 225 258 25 50 75 100 125 150 175 200 225
L (xm) L (xm)

25 50 75 100

(a) Intervalo. (b) Raiz de la funcion.

Figura: Funcion f(L).
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Método de la biseccién

©

©

En el grafico podemos aproximar la raiz de la funcién, si nos ayudamos de una
escala grafica y analizamos el punto donde la curva corta al eje L (y = 0).

Reduzcamos ese intervalo aplicando la siguiente expresion:

L= a+ b’
2
con a =50myb=200m.
El resultados es: 50 500
L = # — 125 m.

Y calculemos f(z1):
f(Ll) = *11,4 m
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Método de la biseccién
Método de la «Regula-Falsi» o de la Falsa Posiciéon

Comparacién de resultados

Método de la biseccién

(L) (xm)

Longitud de onda

zs8

200 [

(L) (xm)

Longitud de onda

25 50 75 10e 125 158 175 200 225
L (xm)

(b)

Figura: Método de la Biseccion.

Ecuaciones no lineales

ANALISIS NUMERICO | — MODELACION NUMERICA

11467



INTRODUCCION

METODOS DE ARRANQUE Método de la biseccién
METODOS DE REFINAMIENTO Método de la «Regula-Falsi» o de la Falsa Posiciéon
RESUMEN Comparacién de resultados

BIBLIOGRAFIA

Método de la biseccién

o Al aplicar el siguiente procedimiento, podemos determinar el nuevo intervalo:

>0 el nuevo intervalo es (L1,b),

Si fla)- f(L1)

<0 el nuevo intervalo es (a, Ly).

o Como en este caso f(a)- f(L1) > 0, el nuevo intervalo es (125 m, 200 m).

o Continuemos el procedimiento para reducir el intervalo.
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Método de la biseccién

° L2 — L12+b — 125 m—%—?OOm — 162,5 m;

o f(Ly)=515m f(L1)-f(Ly) < 0= (125m;162,5 m)
o Ly L1+L2 _ 125 m+2162,5 M _ 1438 m;

o f(L3) = 21 2m  f(L1)-f(L3) < 0= (125m;143,8 m)
o Ly=11tls = 15mE 38 — 134 4y,

° f(L4) = 5 2m  f(Ly) f(Ls) < 0= (125 m;134,4 m)

° f(L5) = —3,0 m  f(L1)- f(Ls) > 0= (129,7 m; 134,4 m)
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Método de la biseccién

L) (xm)

Longitud de onda Longitud de onda

T
g -se
25 se 7s 100 L)(iﬁm) 150 175 200 225 250 e 25 50 75 100 Ll(iﬁm) 1se 175 200 225 250
(a) fteracion 2. (b) Iteracion 3.

Figura: lteraciones del Método de la biseccion.
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Método de la biseccién

Longitud de onda Longitud de onda

(L) (xm)

200 225 20 25 s 73 iee 1z s irs 20 225 230

25 s 75 0 125 10 175
L (xm) L (xm)

(a) fteracion 4. (b) fteracion 5.

Figura: Iteraciones del Método de la biseccién. (Cont.)
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Método de la biseccién

o Si continuamos con el proceso, obtendremos los siguientes resultados:
@ Lg=132,0m;
@ L;=130,9 m;
@ Ls=131,4m;
@ Lg=131,2m,;
@ L10 = 131,3 m;
@ L11 == 131,4 m;
@ L12 = 131,4 m.

o Hemos terminado el ciclo con el resultado de Lq2, cuyo resultado da
f(L = Li2) = 0,02 m, que podemos considerar como cero.
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Método de la biseccién

o Podemos quedarnos con que la raiz de la funcién es L = 131,4 m y que hemos
necesitado 12 iteraciones para obtenerla. Si generalizamos lo aplicado tenemos el
siguiente algoritmo:

b—a

Titl = Ti = 57—

con la verificacién

>0 = (.%'Z'+1,b)
<0 = (a,xi41).

f(zit1)- f(a)

o Este algoritmo es muy lento pero tiene la ventaja que converge siempre. Nos falta
determinar una forma menos arbitraria para interrumpir las iteraciones.
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Criterios de interrupcion

o Para determinar criterios de interrupcién nos apoyaremos en los conceptos vistos
en Errores.

@ Lo ideal seria que se cumpliera que f(x,) = 0, pero eso no va a ocurrir.

@ El primer criterio serd tomar un valor ¢ muy pequefio y que se cumpla que
F(a)| < e

@ Si bien es un criterio valido, por definicién cualquier solucién aproximada Z tendera a
que f(z) ~ 0.

@ Un criterio mas avanzado es tomar el error absoluto y definir que |z, — z,—1| <e¢,
asumiendo que el valor de x,, es el mas cercano a la solucion.

Tn—Tn—1
Tn

<egvy

® El criterio mas avanzado es tomar el error relativo, definir que ’
asumir que x,, es la raiz buscada.
o Lo usual es una combinacién de uno de los altimos dos criterios con el primero, de
manera de evitar que un valor intermedio pudiere ser una solucién mas precisa que
aplicando solamente un criterio.
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Método de la «Regula-Falsi»

Vimos que el método de la biseccién es un método que converge siempre que la
misma es muy lenta.

Analizaremos ahora otro método, el conocido como Método de la «Regula—Falsi»
o de la Falsa Posicién.

El método se basa en usar la informacién que puede facilitarnos la funcién en
estudio.

La forma de utilizar esa informacién es generar una recta que una los valores
extremos de nuestro intervalo (a = 50 m, b = 200 m):
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Método de la «Regula-Falsi»

Método de la «Regula-Falsi» o de la Falsa Posicién

Longitud de onda

250

zo0 |

L) (xm)

L L L L L L
25 se 75 100 125 150 17s 200 225 250

L (xm)
Figura: Método de la «Regula—Falsi».
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Método de la «Regula-Falsi»

o El método consiste en buscar el valor que anula a la recta que hemos definido

entre f(a)y f(b):

b—a
L=a=~1O) =y
b—a
L= a= 7o) sy = Fay
b—a
7= IO T T
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Método de la «Regula-Falsi»

o Con este algoritmo aproximaremos un valor z1:

200 m — 50 m
£(200 m) — f(50 m)
f(L1) = f(147,3 m) = 15,3 m.

L1 =50m — f(50 m) = 1473 m

o El valor de f(L1) muestra que que la aproximacién es buena pero no es la raiz
buscada.
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Método de la «Regula-Falsi»

Longitud de onda

250

280 |

L) (xm)

L L L L L L
25 58 75 160 125 150 175 200 225 250
L (xm)

Figura: Aproximacion de la raiz.

Ecuaciones no lineales

ANALISIS NUMERICO | — MODELACION NUMERICA

23467



INTRODUCCION

. METODOS DE ARRANQUE Método de la biseccién
METODOS DE REFINAMIENTO Método de la «Regula-Falsi» o de la Falsa Posicién
RESUMEN Comparacién de resultados

BIBLIOGRAFIA

Método de la «Regula-Falsi»

o Al igual que para el método de la biseccion, debemos definir el nuevo intervalo. Lo
haremos con el mismo procedimiento que usamos en ese método:

>0 intervalo (L1,b)
<0 intervalo (a, L;)

fla)- f(L1)

o Con los valores de f(a) = —161,8 my f(Li) = 15,3 m, el nuevo intervalo es
(a, L1). Calculemos mas aproximaciones.
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Método de la «Regula-Falsi»

o Ly =a— f(a) @ = 1325 m;
o f(Le) =19m f(a)-f(L2) <0 = (50m;132,5m)
— Lo—a .
o Ly=a— f(a ) 23 Fay = 13L5m;
o f(L3) =02m f(a)- (L3) < 0= (50 m;131,5 m)
L3z—a

o Ly=a— f(a )m 131,4 m;

o f(Lsy) =0,03m f(a)- f(Ls) < 0= (50 m;131,4 m)
o Ls = a— f(a)yia=fm = 1314 m;

o f(Ls) = 0,003 m. El valor L5 es la raiz buscada.
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Método de la «Regula-Falsi»

L) {xm)

Longitud de onda Longitud de onda
.
B
X o
=)
= s
25 se 75 100 125 150 175 200 225 250 e 25 50 75 108 125 150 175 200 225 250
L (xm) L (xm)
(a) fteracion 2. (b) fteracion 3.

Figura: lteraciones del Método de la «Regula-Falsi».
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Método de la «Regula-Falsi»

L) (xm)

Longitud de onda Longitud de onda

L) (xm)

25 se 75 100 125 10 irs 200 225 2

25 se 75 100 125 150 173 =00 225 2%
L (xm)

L (xm)

(a) fteracion 4. (b) Iteracion 5.

Figura: Iteraciones del Método de la «Regula-Falsi». (Cont.)
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Comparacién de resultados

o Comparemos los resultados obtenidos con el método de la «Regula—Falsi» y con el
método de la Biseccién, para verificar que efectivamente el primero converge mas
rapido que el segundo.

o Hemos adoptado el valor ¢ = 0,1, una tolerancia «grosera», y el criterio
|xn — xn—1| < €, efectivo en este caso para comparar resultados en forma rapida.

@ Meétodo de la Biseccién: Lo =131,4m = f(L13) = 0,02 m;

@ Meétodo de la «Regula—Falsi»: Ly =131,4m = f(Ls) =0,003 m
(Nota: los valores de L; fueron redondeados a un decimal al escribirlos en esta
presentacion, pero los resultados de f(L;) fueron obtenidos con el valor completo.)

o Solamente con ver el subindice de cada solucién, podemos notar que el método de
la «Regula—Falsi» convergié mas rapido.
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Aproximaciones sucesivas
Método de Newton—Raphson
Método de la secante

Orden de convergencia
Método A2 de Aitken
Método de Steffensen
Método de Halley

Método de Chebychev

Métodos de Refinamiento

Hemos visto dos métodos para obtener la raiz de una ecuacién. Con un ejemplo,
hemos conseguido obtener aproximaciones de la raiz con diferentes «calidad».

En el primer caso, usando el método de la biseccién, la raiz la encontramos luego
de 12 iteraciones, en tanto que aplicando el método de la «Regula-falsi» lo

logramos en 5 iteraciones.

Analizaremos ahora un serie de métodos cuya premisa principal es la de mejorar la
calidad de las aproximaciones, tanto en cuanto a precisién como en la rapidez de

convergencia.

Se denominan « Métodos de Refinamientoy.
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Aproximaciones sucesivas

o El primero de estos métodos es el mas sencillo. Se denomina «Método de las
Aproximaciones Sucesivas o de Punto Fijo».

o Consiste en escribir la ecuacién de una forma levemente diferente:
flz)=0 = fl@)=2-g(x)=0 = x=g(z).

o En nuestro ejemplo, la ecuacién queda asi:

T2
L=g(L) = L:ng tanh(m).

T L

o Comenzaremos esta vez con Ly = 70 m.
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oL, L (xm)

Longitud de onda Longitud de onda

Lmgl LT L L=g(L) A

alU, L fem)

L L=a(L)

L (xm) ! L (xm) .

(a) fteracion 1. (b) fteracion 2.

Figura: Método de las Aproximaciones Sucesivas.
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Aproximaciones sucesivas

oL, L (xm)

Longitud de onda Longitud de onda Longitud de onda

ot}

Li=g(L)

alL. L (em)

UL (em)

Lem) L (em)

(a) Iteracion 3. (b) Iteracion 4. (c) fteracion 5.

Figura: Método de las Aproximaciones Sucesivas. (Cont.)
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Método de Halley
Método de Chebychev

Aproximaciones sucesivas

Los graficos anteriores nos muestran que el método va convergiendo hacia la
solucién como si fuera una espiral.

©

o Si bien lo hace lentamente, contrariamente a lo que hemos dicho, queda
evidentemente que cada iteracion estd mas cerca de la raiz buscada.

Veamos que pasa si cambiamos la funcién g(L) anterior por esta otra:

©

1
2-m-L)
arc tanh ( g_’TTQ )

g(L)=2-7-d

o Y empezamos con Ly = 90 m.
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” Longitud de onda Longitud de onda

L=glLy) Longitud de onda

L=g(L)

L=g(L)

oL o)
oL L )

%

o=t yr)=1

alL), L (xm)

(L

Li=g(Ly)

=L

L=l

L fem)

(a) Iteracion 1.

L)

(b) Iteracion 2.

: L)

(c) fteracion 3.

Figura: Método de las Aproximaciones Sucesivas con una nueva funcién g(x).
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o En la dltima iteracién, el valor no se ve en el grafico porque se salié del intervalo

en el que estamos trabajando.

o Queda evidente que esta nueva g(L) no nos sirve para alcanzar nuestro objetivo.

o Esto nos lleva a que cualquier g(L) que definamos debe cumplir con dos

condiciones:
@ Primero:
g(L) € (a,b) para todo L € (a,b),

y si consideramos z en vez de L,
g(z) € (a,b) para todo = € (a,b),

@ Segundo:
lg'(L)] < M < 1 para todo L € (a,b),

y de nuevo, si consideramos x en vez de L,

lg'(x)| < M < 1 para todo z € (a,b).
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o Estas dos condiciones nos aseguran que la funcién g(L) (o g(z)) va converger a la
solucién (la primera), y que esa solucién va a ser dnica (la segunda).

o Sin embargo, no aseguran nada acerca de la existencia de la raiz.

o Si analizamos en detalle, vemos que las caracteristicas de ambas curvas (las
azules) muestran diferencias que se pueden apreciar graficamente.

o La principal diferencia que puede notarse es la pendiente de esas funciones. En el
caso de la primera funcién, la pendiente es mas «suave» que en el caso de la
segunda funcién.

T 2rd
g(L) = 927r tanh (Z) (primera funcion),

1
2-7-L
arc tanh ( g_”TQ )

g(L)=2-7-d (segunda funcién).
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©

Si nos fijamos en la Gltima condicién impuesta, la misma se refiere a la derivada de
la funcién g(L) (o g(x)), que es la pendiente de la funcién g(L) (o g(z)).

De esa condicién surge que cuanto mas se acerque a cero la derivada de g(x)
(l¢'(x)] < M y M — 0), mas rapido convergera la funcién g(z) a la raiz buscada.

La idea, entonces definir una nueva funcién g(x) de manera tal que ¢'(z) = 0.

Por eso vamos proponer esta funcion:

9(x) =z — ¢(z)- f(x)
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o Derivemos la funcién g(x) propuesta:

dg(xx) =1-¢'(z)- f(z) — ¢(z) - f'(2).

o Como queremos que la derivada se anule, nos queda:
1—¢'(2)- f(z) - ¢(x)- f'(z) = 0.

o Puesto que f(x) — 0, entonces queda:

1= () f(2) =0 = ¢<x>=f,2x).

Ecuaciones no lineales ANALISIS NUMERICO | — MODELACION NUMERICA 38467



Aproximaciones sucesivas
Método de Newton—Raphson
Método de la secante

Orden de convergencia
Método A2 de Aitken
Método de Steffensen
Método de Halley

Método de Chebychev

Método de Newton—Raphson

INTRODUCCION

METODOS DE ARRANQUE
METODOS DE REFINAMIENTO
RESUMEN

BIBLIOGRAFIA

o La nueva funcién g(x):

o Nuestro nuevo procedimiento es:

Tip1 = Xj — Ha) ;
f' (i)
que es conocido como Método de Newton-Raphson.
o Vamos a aplicar este método en nuestro ejemplo, con las siguientes funciones:

__9 T 2md
f(L)=1L o tanh< )

v g Trd g (2-md
f(L)—1+7x2 sech — )
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o Empezaremos otra vez con Ly = 70 m

- Longitud de onda o Longitud de onda " Longitud de onda
5 L=g(L) L 5 L=q(Ly) 3 L=gr)y | ] 1, L=9(L;
*T vt T vt I yie)=s
o L ° L, ° L
(a) Iteracion 1. (b) Iteracion 2. (c) fteracion 3.

Figura: Iteraciones con el Método de Newton-Raphson.
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En la altima iteracion, obtenemos L3 = 131,4 m.

Como vimos, en apenas tres iteraciones alcanzamos una muy buena aproximacién

del valor buscado.

Es evidente que el método converge mucho mas rapido que los anteriores.

i Qué pasa si no podemos calcular la derivada o resulta muy laborioso hacerlo?

Ecuaciones no lineales

ANALISIS NUMERICO | — MODELACION NUMERICA

41467



Aproximaciones sucesivas

< Método de Newton—Raphson
INTRODUCCION Método de la secante

= METODOS DE ARRANQUE Orden de convergencia
METODOS DE REFINAMIENTO Método A2 de Aitken

RESUMEN
T Método de Steffensen
BIBLIOGRAFIA Método de Halley

Método de Chebychev

Método de la secante

Una forma de resolver el problema sin calcular la derivada es aplicar una aproximacién
de la misma mediante esta expresién:

f(@i) (@i — zi—1)

fai) = flzia)

Debemos guardar el valor previo (x;—1) para poder aplicar el método.
Apliquemos este método a nuestro ejemplo.

Tipl = Tj —
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Empezaremos esta vez con Ly = 50 m

Longitud de onda Longitud de onda Longitud de onda

QL. L m)
oL, L (o)

Lem) Lem) Lem)

(a) Iteracion 1. (b) Iteracion 2. (c) Iteracion 3.

Figura: Iteraciones con el Método de la Secante.
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En la altima iteracion, obtenemos L3 = 131,4 m.

Al ser un método que discretiza la derivada, la convergencia se da también en tres

iteraciones.

En este caso el método converge tan rapido como el de Newton-Raphson.

Debemos analizar la convergencia para establecer la «calidad» de los métodos.
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o Para analizar la velocidad de convergencia tenemos la siguiente férmula:

1, |:I"__ xn+1| — )\
n—00 |x — $n|0‘

o En el caso del Método de las Aproximaciones Sucesivas tenemos:

lim 7\x—xn+1| =m

n—00 ’a_j — xn‘
o En el caso del Método de Newton-Raphson tenemos:

T — M
Hm |‘/E7 xn+1| =
n—oo |T — xp|? 2
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Orden de convergencia

En el caso del Método de la Secante se puede demostrar que o« = 1,65.

Es evidente que un método de con mayor orden convergencia aproxima mejor y
mas rapido la solucién buscada.

El Método de Newton-Raphson es un método muy potente (tiene un orden de
convergencia cuadratico) pero requiere disponer de la derivada primera.

El Método de la Secante es un muy buen método pero su orden de convergencia es
«supralinealy.

Analicemos una forma de obtener un método que mejora la convergencia de un
método lineal.
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o Supongamos que tenemos una sucesién de resultados obtenidos por el método de
las Aproximaciones Sucesivas:

n—oo
{xi}i:o .
o De esa sucesion, asumiendo que existe T (solucién tedrica) y para un i
suficientemente grande, tomemos los siguientes valores:

Liy Tit+l, Tit2,
que cumplan con lo siguiente:

signo(x; — ) = signo(x;4+1 — ) = signo(zit2 — T).
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o En base a lo anterior, vamos a plantear lo siguiente:

Titl =T  Ti42 — X

T, —Z Tiy1 — T
o Si operamos algebraicamente tenemos:
(@it1 — ) = (wi2 — T)(x; — T).
y al desarrollar ambos miembros tenemos:

2 -2 _ -2
Tip) — 21 T+ T = xigpo x5 — (Tiqo + 2)T + T°.
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o Al reagrupar los términos, queda:
o — 9 N5 — 2
(Tig2 —2@ip1 +24) T = Tiyo T — Tjyq.
o Si despejamos T, obtenemos:

2
Li42 Li — Liq

T =
Tivo — 241+ @4

que también podemos escribir asi:

2 2 2
Tij42 T — 2:U2‘+1 g +{L’i — le + 2517i+1 Ty — I

=
Tivo — 2Tip1 + @4
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o Nuevamente, reagrupamos los términos y obtenemos la siguiente expresién:

— (Tita — 2 Ti1 + @) T — (i1 — 2;)*
Tito — 2Ti41 + ’

que podemos escribir asi:

2
(Tip1 — x4)
M
Tiyo — 2Ti41 + Xy

T =x; —

y es una nueva aproximacién del valor buscado.
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o Con la férmula anterior podemos crear una nueva sucesién de aproximaciones de la

solucién:
. 2
(xz—l—l - xz)
Tiyo —2xi01 + 5

~ 1\ N—00 ~
{4,207, Ti=w—
o Si definimos:

Az = zip1 — i,
AQ.’Ei A(ALEZ) = A(-Ti—i—l — Il) = A.’EH_1 — A$,’,

A%z = (Tipo — Tit1) — (Tig1 — i) = Tigo — 2 Tip1 + T4
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o La nueva sucesién de aproximaciones la escribimos de esta forma:

(A.%'Z')2

@YS™, &= ai— T,

o Este nuevo método es el que se conoce como « Método A? de Aitken>.

o Este método transforma una sucesién de convergencia lineal en otra de
convergencia cuadratica.
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o Una forma de aplicar el Método A? de Aitken es la siguiente:
o A partir del valor inicial xg obtenemos mediante el Método de las Aproximaciones
Sucesivas las aproximaciones 1 y Zs:

2 = 2" = g@l") = 2 = g(@(”).
o Al aplicar el Método A? de Aitken, obtenemos:

L _ o (Arg)?
o =0 2,.(0)
A2z

e 1 .
o Ahora tenemos un nuevo valor inicial, xé >, a partir del cual calculamos dos nuevas

aproximaciones.
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o Con este nuevo valor obtenemos, mediante el Método de las Aproximaciones

) . 1 1
Sucesivas, las aproximaciones x§ ) y xé ).

x(<)1> — x§1> = g(x(<)1>) — xém = g(x§1>).

o Nuevamente, al aplicar el Método A? de Aitken, obtenemos::

1
o _ o _ (Beg’)
xy = o
Ay
o Asi podemos continuar hasta que se cumpla que:
o)

|

| <TOL.
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o Esta forma de aplicar el Método A? de Aitken se conoce como Método de
Steffensen.
o Existe otra forma de escribirlo que facilita la aplicacién del mismo.

o Por el Método de las Aproximaciones Sucesivas, tenemos:
v=g(x) = f(z)=g() -z = g(@) =2+ f(z)
por lo tanto, podemos escribir:

Tit1 = g(xi) = =i + f(zi),
Tite = 9(Tit1) = Tit1 + f(@iv1)-

Ecuaciones no lineales ANALISIS NUMERICO | — MODELACION NUMERICA 55467



Aproximaciones sucesivas

- Método de Newton—Raphson
INTRODUCCION Método de la secante

= METODOS DE ARRANQUE Orden de convergencia
METODOS DE REFINAMIENTO Método A2 de Aitken

RESUMEN
T Método de Steffensen
BIBLIOGRAFIA Método de Halley

Método de Chebychev

Método de Steffensen

o Si tomamos la expresion del Método A? de Aitken:

o (acz-+1 — .2137;)2 o (xi-i-l - 1’2’)2
Ti=x; — =z — ,
Tit2 — 2 Tip1 + T (Tir2 — Tiv1) — (Tiy1 — T4)

podemos escribirla asi:

S (i + flzi) — 23)? R 14 C2))
T @i+ fli) —wip) — (et fla) —x) T o) — fa)]
s [ (2:)]?
T fle+ fa)] = fa)
[f ()2
flei + f(2i)] = f(2i)

Tit1 = X —
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©
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Con esta nueva forma de escribir el Método de Steffensen resulta mucho mas
rapida la evaluacion de los resultados.
Basta con verificar que:

\$i+1 - 961" <TOL,
|96z‘+1’

para dejar de iterar.

Ademas, su formulacién es parecida al Método de la Secante, con la ventaja de
que la convergencia tiende a ser cuadratica.

La desventaja es que hay que pasar dos veces por la funcién f(z): para calcular
f(z;) y para calcular flx; + f(z;)].
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Hasta ahora hemos visto métodos con convergencia lineal y cuadratica. Pero,
ihabra métodos con orden de convergencia mayor?

El primer método con esta caracteristica sera un método con convergencia cibica.

Cuando obtuvimos el Método de Newton-Raphson, lo hicimos a partir del Método
de las Aproximaciones Sucesivas.

Asumimos que la derivada de g(x), ¢'(z), debia tender a cero, y propusimos una
funcién g(x) que cumpliera esa premisa.

Ahora vamos a proponer una mejora del Método de Newton-Raphson:

W)
ey

con la funcién ¢(z) que mejora el método.
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o Vamos a proponer la siguiente funcién ¢(z):
¢(x) = f(x)-~(2).
o Esta funcién debera cumplir lo siguiente:
¢'(x) #0, ¢"(x)=0 y ¢"(z)#0.
o Como ¢ (z) = 0, queda:
(@) (@) +2 f'(2) ¥ (@) + f(2)7"(2) = 0,

con Z solucién de la ecuacién y, por lo tanto, f(z) = 0.
o En consecuencia, la ecuacién queda:

(@)@ +2 f(z)y'(Z) = 0.
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o Si la convertimos en una ecuacién diferencial:

" ! / _ VI(x) _ _lf”(x)
f) ) +2 @) @) =0 = T = s

obtenemos la funcién ~y(x):

o(x) = f(z)-~(z) = NIl
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Método de Halley

o Ahora tenemos nuestro nuevo método:

P(z;) o(xi)

Tip1 = Ti — —5—~ = Ti —

o' ()

o Al desarrollar la expresién, queda:

Tit+1 = Ti — 77 )
f@i) f'(xs) f1(x;
2 — Pl f(zi)

que se conoce como Método de Halley y es de convergencia cibica.
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Método de Chebychev

o Existe otro método de convergencia cibica.
o Lo obtenemos mediante un desarrollo de la serie de Taylor, si proponemos que

flx)=y=0yxz=09¢(y) = ¢0).

o El desarrollo resulta:
1
$(0) = é(yo) — &' (yo)yo + *¢"(yo)y3 con  xo = ¢(yo),

S wa o).
6(0) = 0 — {05+ 5 e (o)),

que resulta en la siguiente iteracion:

1 i )
%H:%_<L%f@¢fg>>g%x
2 [f'(xi)] J' ()
conocido como el Método de Chebychev.
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Resumen

@ Meétodos de arranque

Qo

Método de la Biseccion.

o Método de la «Regula-Falsi» o de la Falsa Posicién.

@ Meétodos de refinamiento
Método de las Aproximaciones Sucesivas.

© 06 06 06 © ©o o

Método de Newton-Raphson.
Método de la Secante.
Método A? de Aitken.
Método de Steffensen.
Método de Halley.

Método de Chebychev.
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Resumen

Método de la Biseccion: converge siempre; es muy lento; sirve como arranque
para acotar el intervalo.

Método de la «Regula-Falsi» o de la Falsa Posicion: similar al anterior;
converge un poco mas rapido.

Método de las Aproximaciones Sucesivas: la convergencia depende de g(z); si
g'(x) =~ 0 su convergencia es rapida; es un método de refinamiento muy usado.

Método de Newton-Raphson: convergencia cuadratica (aunque no siempre);
derivado del anterior (refinamiento); requiere conocer la derivada primera y que la
misma no se anule en el intervalo.

Método de la Secante: convergencia supralineal; facil de operar; aproxima la
derivada de la funcién; muy usada en las calculadoras.
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Método A? de Aitken: convergencia cuadratica (refinamiento); requiere una
sucesion para afinar la aproximacion; poco practico de programar; muy bueno si no
se conoce la funcién.

Método de Steffensen: convergencia cuadratica (refinamiento); no requiere
conocer la derivada primera; requiere pasar dos veces por la funcién; alternativa
interesante al método de la secante.

Método de Halley: convergencia ciabica (refinamiento); requiere conocer las dos
primeras derivadas; poco practico para programar.

Método de Chebychev: convergencia cuabica (refinamiento); requiere conocer las
dos primeras derivadas; menos preciso que el método de Halley.
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MUCHAS GRACIAS POR LA ATENCION
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